CONCOURS DE L’ASSOCIATION MATHEMATIQUE DU
QUEBEC - Niveau collégial; février 2001

SOLUTIONNAIRE

QUESTION 1 - Lectureinversée

Solution. Soit x = (abcd),, le nombre cherché.
L’ équation 4x = X devient:
4x = 4000a + 400b + 40c + 4d = 1000d +100c +10b +a =X
Ondoit avoir a > 0 sinon x n’aurait que 3 chiffres. De plus a est forcément un entier pair. Si a

était 4, 6 ou 8 alorsx* aurait plus de quatre chiffres. Onen conclutquea=2etd=8. En
remplacant par ces valeurs, I’ équation devient

400b+ 40c + 32 =100c +10b + 2,
Ou encore: 390b +30=60c
13b+1=2c

Comme2c estauplus18(car OEc£9)ontrouve b=1et 13b+1=14=2c donnec =7.

L’ unique solution est donc: x = 2178 (et on abien X’ = 8712 =4x)

QUESTION 2 - Factorisation spéciale

Solution. |l est évident que x =1 est racine du polynéme.

Posons a(x) =x- 1, b(x) =x*+ax*+bx +c et o(x) = x> +ax’ +bx+g. Divisant le
polynéme par x- 1 ontrouve x° + x° + x* + x* + x* - x- 1. Enmultipliant a(x) et b(x), et
en égdlant terme termeontrowve: x” - 2x° +1=(x- 1)(x* + x* - 1)(x* + x- 1),

QUESTION 3 - Leterrain du boulanger



Solution.  Soit x labase et y lahauteur du rectangle. L’ aire du champ est: 2:xy+£8)x2

D’oul’ontire y:Z- £)x
X 8
On cherche aminimiser le périmeétre P du terrain qui est: P=x+2y+£2)x= x+§- Io74)(+%x
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QUESTION 4 - Letrain inspecté

Solution. Laprobabilité que k wagons soient défectueux

|
ot (1&)(0) K 100) _ 100!

P )" carilya ( k']~ a(200- k)

fagons de choisir lesguels des 100 wagons sont les k candidats a étre défectueux puis
p*(1- p)'™* comme probabilité qu'ils le soient et queles 100 - k autres ne le soient pas.

Sil y ak wagons défectueux, les 2 inspecteurs doivent se tromper k fois: (1- pl) (1- pz) est la

probabilité que face aun wagon défectueux les deux inspecteurs se trompent; pour k fois de
siite, Cest: ((1- p) (- p)) -

Letotal de toutes ces probabilites, lorsque k = 0,1,2,...100, est laprobabilité que le train quitte
lagare avec ou sans (k = 0) wagon défectueux. La probabilité qu’ aucun wagon ne soient
défectueux et queletrain quitte ainsi lagareest (1- p)™.

Laprobabilité queletrain quitte lagare est:
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On peut aussi raisonner comme suit: cent fois de suite il ne faut pas que le wagon soit
défectueux (prob. p) et qu’au moins un des inspecteurs le détecte
(prob. 1- (1- p)(1- p.)=p +p,- PP))
Laréponse au probléme est donc:
(@ plp+p- pp) - (1 9

QUESTION 5 - Les carrés traverseés

Solution  Plagons le coin en bas a gauche a I’origine dans le plan cartésien (ou I’unité est le
coté d’un petit carré). Le sommet en haut a droite est de coordonnées (2001, 999). La pente
de la diagonale vaut 999/2001 (soit un peu moins que 1/2).

Le plus grand commun diviseur de 999 et 2001 est 3.

Eneffet 999 =3.333=3-3-3-37

et 2001 =3 -667=3-23-29.

Ceci nous assure que la diagonale va passer par les points (0,0), (667, 333), 2 - (667, 333) =
(1334, 666) et (2001, 999) = 3 - (667, 333), et aucun autre

Le premier tiers de la diagonale part du point (0,0) et aboutit au point (667, 333). Il traverse

donc 667 parois horizontales et 333 parois verticales. Hachurons un carré juste avant de le

quitter en traversant une paroi. Dans le premier tiers, on aura hachuré 667 + 333 - 1 = 999

carrés (le dernier carré est quitté par une paroi horizontale et verticale en méme temps!).
Réponse: 3~ 999 = 2997

Remarque. Dans le cas général d’un rectangle m~ n, le nombre de carrés traversés est: m + n -
d ou d est le plus grand commun diviseur de m et n.

QUESTION 6 - Letriangle rectangle pythagoricien

Solution. Soita, bet d= va’ +b” lestroiscotésdu triangle rectangle. On sait quele
nombre premier p divisele pé&imetre a+b+d et on veut montrer que p divisea ou b.

Posons a+b=np+r etd=mp-r avecO£r<p. Ona (a+h)’ =a’ +2ab+b* = Np+r?
et a® +b*= Mp+r?. Par soustraction on en déduit que p divise 2 ab. Comme p est premier:



p divise 2 (et est 2) ou p divisea ou p diviseb. Seul lecas p = 2 restedonc arégler. Maiss
2diviseatb+d, c'est quea, b et d sont tous pairs, ou deux sont impairs et |e troisieme est
pair. Le seul cas problemereste; a et b impairs (et donc non-divisible par p=2) et d pair. On
vavoir que ce dernier cas est impossible.

Eneffet. a=2k+1 et b=21+1 implique

AZ+D7 = 4K +4K+1+412+4 +1=4L +2

mais 4L + 2 ne peut pas ére d*, le carré d un entier pair.

Autre solution. 1l est connu depuis Euler (et bien avant) que tout triangle phythagoricien est de
laforme: k(x* +y?),  K(x*- y?), k(2xy).

On peut sans perte de généraité supposer k =1. Soit p qui divisele périmétre:

2x° +2xy=2x(x+y). Si pdivise 2 (et est donc 2) il diviserale coté 2xy. Si p divisexil
diviseauss 2xy. Finalement si p divise x +y (notez que les deux petits cotés sont 2xy et
x* - y?) il divisera x* - y®)




